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Compito a casa: esercizio di Ingnegneria
Calcolare:
lim
x→0
4(1− cosx)2 − x2 sin2 x
sin2 x ln(1 + x4)
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Compito a casa: esercizio di Ingnegneria
Calcolare:
lim
x→0
4(1− cosx)2 − x2 sin2 x
sin2 x ln(1 + x4)
4(1− cosx)2 − x2 sin2 x = x
6
6
+ o(x6) sin2 x ln(1 + x4) = x6 + o(x6)
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Esercizio
Determinare a ∈ R in modo che esista finito e diverso da zero
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risposta a = −2
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Vogliamo dare la dimostrazione del
Teorema
Sia f : [a, b]→ R una funzione derivabile con continuita` n volte e sia x0 ∈ ]a, b]
tale che f ′(x0) = f (2)(x0) = · · · f (n−1)(x0) = 0 e f (n)(x0) 6= 0
• se n e` pari
f (n)(x0) < 0 x0 e` un punto di massimo relativof (n)(x0) > 0 x0 e` un punto di minimo relativo
• se n e` dispari
f (n)(x0) < 0 f e` strettamente descrescente in un intorno di x0f (n)(x0) > 0 f e` strettamente crescente in un intorno di x0
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Resto di Lagrange
Sia f(x) una funzione n+ 1 volte derivabile nell’intervallo I e sia x0 ∈ I.
Allora per ogni x ∈ I esiste un punto ξ nell’intervallo di estremi x0, x tale
che:
Rn (f(x), x0) =
(x− x0)n+1
(n+ 1)!
f (n+1)(ξ).
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Dimostrazione
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) = f(x)−
n∑
k=0
(x− x0)k
k!
f (k)(x0).
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Dimostrazione
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) = f(x)−
n∑
k=0
(x− x0)k
k!
f (k)(x0).
Scriviamo per brevita` Rn(x) al posto di Rn (f(x), x0) e ricordiamo che, per
costruzione, si ha per ogni k, 0 ≤ k ≤ n che R(k)n (x0) = 0.
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Dimostrazione
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) = f(x)−
n∑
k=0
(x− x0)k
k!
f (k)(x0).
Scriviamo per brevita` Rn(x) al posto di Rn (f(x), x0) e ricordiamo che, per
costruzione, si ha per ogni k, 0 ≤ k ≤ n che R(k)n (x0) = 0.
Consideriamo la funzione:
Sn(x) =
(x− x0)n+1
(n+ 1)!
.
Anche per questa funzione per k, 0 ≤ k ≤ n si ha:
S(k)n (x0) = 0.
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Applichiamo il teorema di Cauchy n volte:
Rn(x)
Sn(x)
=
Rn(x)−Rn(x0)
Sn(x)− Sn(x0)
=
R′n(ξ1)
S′n(ξ1)
=
R′n(ξ1)−R′n(x0)
S′n(ξ1)− S′n(x0)
9/23 Pi?
22333ML232
Applichiamo il teorema di Cauchy n volte:
Rn(x)
Sn(x)
=
Rn(x)−Rn(x0)
Sn(x)− Sn(x0)
=
R′n(ξ1)
S′n(ξ1)
=
R′n(ξ1)−R′n(x0)
S′n(ξ1)− S′n(x0)
=
R(2)n (ξ2)
S
(2)
n (ξ2)
9/23 Pi?
22333ML232
Applichiamo il teorema di Cauchy n volte:
Rn(x)
Sn(x)
=
Rn(x)−Rn(x0)
Sn(x)− Sn(x0)
=
R′n(ξ1)
S′n(ξ1)
=
R′n(ξ1)−R′n(x0)
S′n(ξ1)− S′n(x0)
=
R(2)n (ξ2)
S
(2)
n (ξ2)
=
R(2)n (ξ2)−R(2)n (x0)
S
(2)
n (ξ2)− S(2)n (x0)
=
R(3)n (ξ3)
S
(3)
n (ξ3)
= · · ·
9/23 Pi?
22333ML232
Applichiamo il teorema di Cauchy n volte:
Rn(x)
Sn(x)
=
Rn(x)−Rn(x0)
Sn(x)− Sn(x0)
=
R′n(ξ1)
S′n(ξ1)
=
R′n(ξ1)−R′n(x0)
S′n(ξ1)− S′n(x0)
=
R(2)n (ξ2)
S
(2)
n (ξ2)
=
R(2)n (ξ2)−R(2)n (x0)
S
(2)
n (ξ2)− S(2)n (x0)
=
R(3)n (ξ3)
S
(3)
n (ξ3)
= · · ·
=
R(n+1)n (ξn+1)
S
(n+1)
n (ξn+1)
9/23 Pi?
22333ML232
Applichiamo il teorema di Cauchy n volte:
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ove ξ1 sta nell’intervallo di estremi x0 e x; ξ2 nell’intervallo di estremi ξ1 e x0
e cos`ı via.
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essendo:
S(n+1)n (x) = 1, R
(n+1)
n (x) = f
(n+1)(x),
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essendo:
S(n+1)n (x) = 1, R
(n+1)
n (x) = f
(n+1)(x),
si ha che:
Rn(x) = Sn(x) f
(n+1)(ξn+1),
che e` la tesi, ove si prenda ξ = ξn+1.
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Criterio della derivata seconda
Sia f : [a, b]→ R una funzione con derivate prima e seconda continue e sia
x0 ∈ ]a, b] . Allora se:
• f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0 si ha che x0 e` un punto di minimo locale,
• f ′(x0) = 0, f ′′(x0) < 0 si ha che x0 e` un punto di massimo locale.
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Dimostrazione
Trattiamo il caso del massimo. Per il teorema della permanenza del segno
esiste in intorno I(x0), del punto x0, tale che, se x ∈ I(x0), si ha f ′′(x) < 0.
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Dimostrazione
Trattiamo il caso del massimo. Per il teorema della permanenza del segno
esiste in intorno I(x0), del punto x0, tale che, se x ∈ I(x0), si ha f ′′(x) < 0.
Usiamo il teorema di Taylor con resto di Lagrange all’ordine n = 2, posto
b = x, a = x0 esiste c ∈ I(x0) tale che:
f(x) = f(x0) + f
′′(c)
(x− x0)2
2
.
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Dimostrazione
Trattiamo il caso del massimo. Per il teorema della permanenza del segno
esiste in intorno I(x0), del punto x0, tale che, se x ∈ I(x0), si ha f ′′(x) < 0.
Usiamo il teorema di Taylor con resto di Lagrange all’ordine n = 2, posto
b = x, a = x0 esiste c ∈ I(x0) tale che:
f(x) = f(x0) + f
′′(c)
(x− x0)2
2
.
La tesi segue allora dal fatto che f ′′(c) < 0, infatti:
f(x) = f(x0) + f
′′(c)
(x− x0)2
2
< f(x0).
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Con ragionamento analogo al caso n = 2 in un intorno del punto critico, grazie
al teorema di Taylor con resto secondo Lagrange, la funzione f si scrive come
f(x) = f(x0) +
(x− x0)n
n!
f (n)(ξ)
e da qui la tesi.
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Il metodo di Newton
Data una funzione f : [a, b] → R con valori di segno opposto agli estremi di [a, b] se f e`
continua esiste almeno un elemento r ∈ ]a, b[ per cui f(r) = 0. Se ammettiamo che f sia
derivabile con derivata di segno costante in ]a, b[ tale elemento r e` unico.
x
y
r
O
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x x
o1 x
y
r
O
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x x x
o12 x
y
r
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
x0 ∈ [a, b], tale che f(x0) 6= 0,
xn = xn−1 − f(xn−1)
f ′(xn−1)
, per ogni n ∈ N.
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
x0 ∈ [a, b], tale che f(x0) 6= 0,
xn = xn−1 − f(xn−1)
f ′(xn−1)
, per ogni n ∈ N.
Teorema
Sia f : [a, b] → R una funzione di classe C2, strettamente crescente e convessa e tale che
f(a) < 0, f(b) > 0. Allora la successione:
x0 = b,
xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)
,
converge decrescendo all’unico zero di f(x) in [a, b] .
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Dimostrazione
La convessita` di f(x) implica f(xm) ≥ 0 per ogni m ∈ N, infatti
f(xn+1) ≥ f(xn) + f ′(xn) (xn+1 − xn) =
= f(xn) + f
′(xn)
(
xn − f(xn)
f ′(xn)
− xn
)
= f(xn)− f(xn) = 0.
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Dimostrazione
La convessita` di f(x) implica f(xm) ≥ 0 per ogni m ∈ N, infatti
f(xn+1) ≥ f(xn) + f ′(xn) (xn+1 − xn) =
= f(xn) + f
′(xn)
(
xn − f(xn)
f ′(xn)
− xn
)
= f(xn)− f(xn) = 0.
Da f(xn) ≥ 0 per il fatto che f(x) e` crescente, segue subito che, indicato con x∗ lo zero
di f(x) in [a, b] , si ha xn ≥ x∗ per ogni n ∈ N. Questo intanto prova che la successione di
Newton e` inferiormente limitata,
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Tale successione e` anche decrescente, essendo:
xn+1 − xn = − f(xn)
f ′(xn)
≤ 0.
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Tale successione e` anche decrescente, essendo:
xn+1 − xn = − f(xn)
f ′(xn)
≤ 0.
Ma, allora, la successione xn converge ad un elemento x¯ ∈ [a, b] e dalla relazione:
xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)
,
passando al limite, ricordando la continuita` di f(x), si trova:
x¯ = x¯− f(x¯)
f ′(x¯)
.
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Tale successione e` anche decrescente, essendo:
xn+1 − xn = − f(xn)
f ′(xn)
≤ 0.
Ma, allora, la successione xn converge ad un elemento x¯ ∈ [a, b] e dalla relazione:
xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)
,
passando al limite, ricordando la continuita` di f(x), si trova:
x¯ = x¯− f(x¯)
f ′(x¯)
.
Dunque f(x¯) = 0, quindi per iniettivita` abbiamo x¯ = x∗.
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Calcolo di
√
2
Se in particolare f(x) = x2 − 2 e x0 = 2 abbiamo che l’iterazione di Newton
conduce alla funzione di iterazione
x− f(x)
f ′(x)
=
1
2
(
x+
2
x
)
=
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∼ 1, 41422
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Equazione di terzo grado
Consideriamo l’:
f(x) = 7 + 6x− 3x2 + x3 = 0.
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Equazione di terzo grado
Consideriamo l’:
f(x) = 7 + 6x− 3x2 + x3 = 0.
F (x) = x− f(x)
f ′(x)
=
7 + 3x2 − 2x3
−6 + 6x− 3x2 .
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Valutando F (x) a partire da x = 0 otteniamo la tabella:
x1 = F (x0) = −1, 16 x2 = F (x1) ' −0, 834688
x3 = F (x2) ' −0, 782790 x4 = F (x3) ' −0, 781619
x5 = F (x4) ' −0, 781618 x6 = F (x5) ' −0, 781618
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x = 1− 3
√
2
5
√
5− 11 +
3
√
5
√
5− 11
2
